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5.13 Integrais Improéprias

A ideia aqui é estender a ideia de integral definida para intervalos infinitos.
Veja as definigoes a seguir.
Definicao 5.13.1 Se f é continua para todo v > a, entdao
400 b
f(x)dx = lim / f(x)dx
b=+ J,

a

se o limite existir.

Definicao 5.13.2 Se f ¢ continua para todo x < b, entao

b

" fa)dr= lim [ fa)a

JrOO a—r—o0
se o limite existir.

Definicao 5.13.3 Se f é continua para todo x e se ¢ é um nudmero real
qualquer, entdao

+0o0
f(z)dx = lim f )dx + lim / flz

a——00 b—+o0

se o limite existir.

Definicao 5.13.4 Se o limite de uma integral impropria existe, entdo dz-se
que a integral converge. Caso contrdrio, diz-se que a integral diverge.

Agora, vamos aos exemplos.

Exemplo 5.13.1 Qual o valor da drea da regiao delimitada pela curva y =
e " oeixox e aretax=0.

Solugao: Como a fungao f(x) = e * > 0, para todo z, segue que a area da
regiao fica dada por

400 b
A= / (e —=0)= A= lim e~*dr = lim ™| =
0

b—=+oo /g b—4-o00 0

= lim (—e’—(=€¢")=1-lm e "=1-0=1ua.
b—+o00 b—+o00

O

Exemplo 5.13.2 Clualcule cada uma das integrais a sequir, se ela convergar.

, /2 _dr
—o0 (4_$)2

+oo
2. / re “dr;
0

o8
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+o00
3. / xdx;

Solucao:

1. Tem-se que

/2 dx . 2 dx
—_— 1m -_—
(4—2)2 b, (4—x)2

—o0
Assim, considerando u = 4 — x, segue que du = —dx e, consequente-
mente,
) > dr ) 2 du ) S
lim — = lim —— =— lim u du =
b——o0 Jy (4 — :L‘) b——c0 Jy u b——o0 Jy
~112
.U . 1 1 1 .11
=—lm —| = lm ([=—=)==— lim = =-.
b——0c0 —1 b b——o00 \ 2 b 2 b—>—o00 b 2
2. Tem-se que
+oc b
re Ydr = lim re “dx.
0 b—+00 0
Assim, considerando Scu =z ¢ dv = e “dr, entdodu =drcv = —e *

e, consequentemente,
/me“"dm =z(—e ") — /(—e"’”)(dzp) =—ze "—e "+k

Dai, scgue que
b

) _ ) _ _o\ b
lim ze *dr = — lim (e T oze m)‘ =
b—=+oo /g b—4o00 0

b—s+oo brtoo \ e? eb

=— lim ((be "+e ") = ("+0)) =1— lim <£+ 1>'

Como lim b= +ocoe lim e’ = +oo, pela regra de L'Hopital, segue
b—4o00 b—+o00
que
b) 1
lim — = lim (b) = lim — =0,
b—+o00 6b b—+o00 (eb)/ b—+o00 eb

segue que

. b b1
lim ze "der =1— lim -~ lim - = 1.
b——+o0o 0 b—+o00 € b—+4o00 €

3. Tem-sc que

+oc 0 b
/ zdr = lim xzdr + lim xdx.

0 b——o0 b b—+o00 0

Assim, como

0 72
lim rdr = lim <—>
b——o0 b b——o00 2

segue que a integral diverge.

0
. b?
= lim —— = —o0,
b——o0 2
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O

Agora, faca alguns exercicios.

5.14 Exercicios

Exercicio 5.14.1 Determine se cada uma das integrais a sequir diverge ou
converge.

—+00
1./ e "dx;
0
0 2
2/ xb ¥ dx;
+oo
3’/ x2 Ydx;
0

oo gdx
0 vV 9 — l’z

“+oo
Exercicio 5.14.2 A integral impropria / 2(1+ 2?)"2dx é convergente?

—0o0

+0o0o
E a integral impropria / r(1+2%)tdx?

—00

Exemplo 5.14.1 Qual o valor da drea, no sequndo quadrante, da regido
delimitada pela curva y = €, o eixo x e a reta x =07

Exemplo 5.14.2 Qual o valor da drea da regidgo delimitada pela curva y =
3%, 0ecixzox earetax =27

Exemplo 5.14.3 Qual o valor da drea, no sequndo quadrante, da regido
delimitada pela curva y = 2%, o eivo x e a reta x =07
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