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5.11 Integracao por Partes

O valor de uma integral definida é facil de ser obtido, pelo Teorema Funda-
mental do Célculo, desde que se conhega uma antiderivada da fungao. Neste
secao serd discutido uma das técnicas para facilitar a obtencao desta antide-
rivada. Até agora, foram construidas algumas antiderivadas pela definicao
das fungoes, sendo estas as usadas de maneira mais frequentes, dentre elas:

1. /du:u%—k;

2. /adu =au+k;

5. [ 1 gtwldu= [ fdu s [ gt
n+1
4. /u du = —— + k, Vn #£ —1;
du
: — =1 ;
5. [ S =tn(lu) + 5
6. /a“du:a——I—k, onde a > 0ea # 1;
In(a)
7. /e“du =e" + k;
8. /Cos(u)du = sen(u) + k;
9. /sen(u)du = —cos(u) + k
10. /secz(u)du = tan(u) + k;
11. /cossecz(u)du = cot(u) + k;
12. /sec(u) tan(u)du = sec(u) + k;
13. /cossec(u) cot(u)du = —cosec(u) + k.

Da férmula da derivada entre o produto de duas fungoes surge uma técnica
de integracao chamada Integracao por Partes. Tem-se que se f e g sao duas
funcoes diferencidveis, entao:

D.(f x g)(x)) = Du(f(x)) x g(x) + f(2) X De(g(x)).
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Para simplificar, considerando u = f(x), v = g(z), du = f'(x)dx e dv =
g (z)dz, segue que
(uv)" = udv + vdu.

Integrando os dois lados, segue que

/(uv)'dm = /udv—i—/vdu = /udfu = uv — /vdu.

Portanto, é possivel substituir uma integral por outra, que seja mais simples
de ser resolvida, utilizando a expressao anterior, chamada de Formula de
Integracao por Partes. E importante ressaltar que para usar essa mudanca
de integral é necessario encontrar a integral de dv e, por isso, dependendo
da sua escolha o problema pode ficar pior do que no caso anterior. Agora
vamos a alguns exemplos.

Exemplo 5.11.1 Calcule /wln(x)d:z:.

Solugao: Para esse exemplo, observe que se dv = In(z), entao v serd a

integral de In(z). Por outro lado, considerando v = In(z) e dv = zdz, segue
2

1 T

que du = —dx e v = 5 + k. Assim, utilizando a férmula de integracao por
x

partes, segue que:

/zln(x)dx — In(z) x (%2 + k) _ / (%) (%2 + k) i =
_z 1;(”“") + kln(z) — / (% + %) S

Exemplo 5.11.2 Clalcule /x‘gexzdx.

=*  Entao, parece natural que dv =
2

~ 2
Solugao: Tem-se que D, (") = 2ze
2 ex
ze® dx e, consequentemente, ©v = z%. Assim, du = 2zdz e v = - + k.

Entao, usando a férmula dc integragao por partes, scgue que

/x:SeIde = (2%) (g + k) - /(Qx) (% + k) dx =

2 x?

:$2€ —i—kxz—/(:re“’g—i-Q:rk)dx—
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Nos dois exemplos pode-se perceber que qualquer primitiva de dv apresenta o
mesmo resultado final, ja que a primeira constante nao aparece no resultado
final. Sendo assim, a partir de agora a primitiva de dv que serd usada ¢ a de
constante k = 0.

Exemplo 5.11.3 Calcule /x cos(x)dz.
Solugao: Tem-se quese u = x e dv = cos(x)dx, entdo du = dx e v = sen(x).
Assim,

/xcos(;v)d;v = (x)(sen(x)) — /(sen(:z;))(d:r) =

= xsen(x) — cos(x) + k.

Exemplo 5.11.4 Calcule /xzexda:.
Solugao: Se u = 22 e dv = ¢%dx, entao du = 2xe® e v = ¢”. Dal,

/ petdr = (22)(7) — / (¢")(2dz) = 226" — 2 / retda.

E preciso agora resolver a integral / re®dr. Se z = x e dw = e*dx, entao

dz = dx e w = e* e, consequentemente,

/ze“”dw = (z)(e®) — /(e”)(dw) =ze’ — e’ + k.
Portanto,

/xzemdx =2%e" — 2(we” — " + k) = (27 — 27 — 2)e” + ky.

Exemplo 5.11.5 Calcule /exsen(x)dx.

Solugao: Se u = e e dv = sen(zx)dx, segue que du = e*dzx e v = — cos(z),
Assim,

/emsen(x)dx =—¢€" cos(:z:)—/(— cos(z))e"dr = —€* Cos(x)—l—/ e” cos(z)dz.

Considerando z = ¢* e dw = cos(z)dx, segue que dz = ¢°dx e w = sen(x) e,
consequentemente,

/em cos(z)dx = e"sen(x) — /e"”sen(:r)dx + k.
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Portanto,
/ ¢ sen(x)de = —" cos(x) + (“sen(z) — / ¢Csen()dz + k) =
9 / e sen(x)dz = e (sen(x) — cos(x)) + k =
= / e sen(n)dy = S2eMT) = Cos@))

2

Agora vamos a alguns exercicios.

5.12 Exercicios

Exercicio 5.12.1 Calcule cada uma das integrais indefinidas a sequar.

1. /a;e“dx;

2 / 2 sec(z) tan(z)dz:
3 / In(z)dz:;

4 [ u)pas

. | G

6. / sen(z) In(cos(z))dz.

Exercicio 5.12.2 Calcule cada uma das integrais definidas a sequir.

2
1/ 2235 dx;
0
2. [° sen(3x) cos(z)dx;
2

0

3. / re*dr;
4/ e* sen(4x)d

Exercicio 5.12.3 Ache a drea da regiao limitada pela curva y = In(z), pelo
eizo X e pela reta v = €2,

Exercicio 5.12.4 A fung¢ao custo marginal é C’, sendo C'(z) = In(x), com
x> 1. Qual € a funcao custo total C(x) da producio de x unidades, sendo
C(1) =5.

o7



