Prof. Carlos Alberto da Silva Junior DEMAT/UFSJ

3.5 Divergéncia de um Campo Vetorial

O primeiro operador que estudamos, o Gradiente de uma Funcao, estava
relacionado a fungoes escalares, ou seja, o operador V aplicado a uma funcao
escalar, gerava um vetor formado pelas derivadas parciais de primeira ordem
da funcao.

A seguir introduziremos outro operador. Contudo, este novo operador esta
relacionado a funcoes vetoriais. Este operador é chamado de Divergente ou
Divergencia de uma funcao vetorial. Vamos a definicao.

Definicao 3.5.1 Seja f: D C R" — R um campo vetorial dada por f(w) =
df; 0

(fi(w), fa(w), -+, fu(w)). Se as derivadas de primeira ordem i, ﬁ, el
6.1'1 6.1'2

n . ~ Y ~ . . A .
3 existem e sao continuas, entao definimos a Divergéncia do campo veto-
Tn

rial f, denotado por divf, pela funcao escalar

.o@ afl an 8fn

divf = —+—+---+ .

/ or  Oxo o0x,,
Como comentamos no inicio desta secao, podemos definir um novo opera-
dor, chamado de operador Nabla, dado por V = (6%1, 6%2, e ,%). Desta
forma, sendo a funcao vetorial f dada por f = (f1, f2, -+, fn), podemos

reescrever o div f com a notacao de um produto escalar, dado por:
div f =V- f

Observe que o operador V nao é uma funcao e, por isto, nao estamos fazendo
um produto escalar entre V e f, apesar de queremos induzir esta ideia.
Agora, vamos a alguns exemplos.

—

Exemplo 3.5.1 Dado o campo vetorial f(x,y,z) = (2z,e™, xyz), calcule
divf.
SOLUCAO: Temos que

- 0 0 0
1 = — 2 4 _— ol _ = 3 ry .
divf 81'( x) + ay(e ) + o (ryz) = 8z” + we™ + ay

Exemplo 3.5.2 Dado o campo vetorial

-

§la,y,2) = (cos*(wy=), In(a%y?2?), 5a® - 4y® + 327),

calcule divg.
SOLUCAO: Temos que

= ¢ 4 ¢ 2,22 C 2 3 3
= — — —4 =

2
= —dyzsen(xyz) cos®(zyz) + = + 922
z
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Utilizando a definicao de divergente e as propriedades de derivadas parciais de
fungoes, podemos provar que sao validas algumas propriedades envolvendo
o divergente de uma funcao. Assim, sendo f,gf D C R — R” fungoes
vetoriais e sendo h : D C R" — R uma funcao escalar diferenciavel em D, se
div f e divg existem, entao segue que:

1. div(f + §) = divf + divg;

2. div(hf) = hdivf + Vh- f.

Agora vamos definir outro operador importante na matematica. Para isto,
suponha que as derivadas parciais de segunda ordem de uma funcao f : D C
R™ — R existam. Entéo, é possivel determinar o div(grad(f)). Como

af o 0
grad(f) = <8;178;27”' 785>7

segue que

o (0 o (0 o (0
div(grad(f)) = 5. <a§cfl> T on <8a{2> T o <a§fn> '

Ou seja,

N

div(grad(f)) = o2 T T

9% 9* B

Portanto, definindo o operador V? = (W? 5 @> temos que

div(grad(f)) = V*f.

O operador diferencial V2 é chamado de Laplaciano. Ele é muito utilizado
no mundo fisico, principalmente no estudo de equagoes. A equagao

Vif=0

¢é chamada de Fquacao de Laplace. Agora, vamos falar de uma interpretagao
fisica para o divergente.

Interpretacao Fisica do Divergente

Na Mecanica dos Fluidos, encontramos uma equacao importante, chamada
de Equacao da Continuidade. Esta equacao é definida por

dp
divi + — = 0,
ot
onde @ = pv, sendo p = p(x,y, z,t) a densidade do fluido que depende da
posicao e do tempo e ¥ = ¥(x, y, 2, t) o vetor velocidade, também dependente
da posi¢ao e do tempo. Reescrevendo a equacao da continuidade, temos que

% = —divi.
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Logo, a divergéncia de um campo vetorial pode ser visto como uma medida
da taxa de variacao da densidade do fluido em um ponto. Assim, quando a di-
vergencia é positiva em um ponto do fluido, a sua densidade estd diminuindo
com o passar do tempo.

Nesse caso, dizem que o fluido esta expandindo (ou que existe uma fonte de
fluxo no ponto). Caso a divergéncia seja negativa, o liquido estéd contraindo e,
por isto, a densidade do liquido estara aumentando com o passar do tempo.

Por outro lado, se a divergencia é zero em todos os pontos de uma regiao,
entao temos que o fluxo de entrada na regiao é exatamente equilibrado pelo
fluxo de saida. Logo, o fluxo nao é criado nem destruido, ou seja, nao existe
fonte nem semi-douro na regiao.

Assim, se a densidade de um liquido dada por uma funcao é constante em
relacao ao tempo, entao temos que a equacao da continuidade fica dada por
divv = 0, e o campo vetorial v é chamado de Campo Solenoidal.

Agora, vamos a alguns exemplos.

Exemplo 3.5.3 Um fluido escoa em movimento uniforme com velocidade
U = a:j Mostre que todas as particulas se deslocam em linha reta e que
o campo de velocidade dado representam um possivel escoamento incom-
pressivel.

SOLUCAO: Un fluido incompressivel tem o fluzo de entrada iqual ao fluzo
de saida e, por isto, o fluido serd incompressivel se divy = 0. Desta forma,
como o 0f of
divi = —= + =2 4+ 22 =04+ 0+0=0,
oxr Oy 0z
em todos os pontos do R?, seque que o campo velocidade representa um
possivel escoamento incompressivel.

Por outro lado, uma representacao grdfica do campo vetorial U, dada pela
Figura 3.10.

-— | — — — —

Figura 3.10: Representagio do campo vetorial ¢ = (0, x,0).

Como os vetores velocidades estao todos apontando na mesma direcao, seque
que o movimento das particulas € linear, pois caso contrdrio os vetores velo-
cidades apontariam para direcoes diferentes. Portanto, o liquido se desloca
em linha reta.

89



Prof. Carlos Alberto da Silva Junior DEMAT/UFSJ

Exemplo 3.5.4 Um campo de escoamento compressivel é descrito por

t

i(x,y,t) = p(a,y, t)d(z,y,t) = (ze™", —zye™),

onde x ey sao as coordenadas do vetor posicao (dadas em melros), t € a
coordenada que representa o tempo (em sequndos), p representa a densidade e
U representa a velocidade (dados em kg/m?® e m/s, respectivamente). Calcule
a taza de variacao da densidade p em relacao ao tempo, no ponto P(3,2) e
comt=0.

SOLUCAO: Temos que a derivada da densidade, em relacio ao tempo, é
dada pela equacao da continuidade, isto €,

dp

ot
Por isto, como a taxa de variacao da densidade em relacao ao tempo € igual
ao valor da deriwada da densidade em relacao ao tempo, seque que

)
a—f(P*) )

onde P*(z,y,t) = (3,2,0).

= —divi.

pr = —(2—3) = lkg/m?s,

Exemplo 3.5.5 Para um escoamento no plano XY , a componente em y da
velocidade é dada por y* — 2z + 2y. Determine uma possivel componente em
x para que o escoamento seja um possivel escoamento incompressivel.
SOLUCAO: Para que um escoamento no plano XY seja incompressivel, é
necessario que div(v) = 0, onde U € o vetor velocidade e o mesmo tem que
ser dado por ¥ = (v1,y? — 2x + 2y). Assim, temos que ter que

div (V) —%—1—23/—1-2—0.

Ov
Desta forma, precisamos que 8_1 = —2y—2 e, poristo, v; = f(—2y—2)d:c+
x

a(y) = —2zy — 2x + a(y), sendo a(y) uma funcao qualquer em y.

Exemplo 3.5.6 Quando uma funcdo escalar fx,y,z) tem derivadas de se-
gunda ordem continuas e sendo div(V(f)) = 0 num dominio, seque que f
¢ chamada de Funcao Harmonica nesse dominio. Verifique se as sequintes
funcoes sao harmonicas:

1 f(z,y,2) =2’y +e¥ — 2;
2. f(w,y,2) =20y +yz;

SOLUCAO: Umna funcao escalar € harmonica se, e somente se, a funcao
f satisfaz a equacao de Laplace. Assim:

a) Como Vf(z,y,z) = (2zy,x*> + €Y, —1) = V2f =2y +e¥ # 0, seque que a
funcao f(x,y,2) = 2%y + €Y — 2 ndo é uma fungdo harmonica.
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b) Como Vf(x,y,2) = (2y,2z + z,y) = V2f =0 e f € um polinomio (f
tem derivadas parciais continuas de qualquer ordem), seque que a fungao
f(x,y,2) = 2%y + €Y — z € uma funcio harmonica.

Da equacao da continuidade, temos que
div(i) = div(p?) = pdiv(V) + Vpo.
Desta forma, podemos reescrever a equacao da continuidade por

9
a—f+p-dw(ﬁ)+vp-6:o.

3.6 Exercicio

Exercicio 3.6.1 Dado o campo vetorial f, encontre div(f).

1. flz,y) = (2%, e™);

2. q(x,y) = (sen?(x),2cos(x));

3. fla,y, 2) = (22%y?, 3wyz, y?2);

4. f(z,y,2) = (In(xy), z, 2);

5. q(x, y,2) = (2 +4z,y — 2,3z — yz);
6. Fla,y) = (22 + 12,22 — 4?);

7. Fla,y, 2) = (22,42, 22);

8. q(x,y) = (e" cos(y), e"sen(y));

9. flz,y,2) = (xy2*, 2ry, —a?yz);

— . —y X .
10. f(z,y) = <\/x2+y2,\/x2+y2>,mm (z,y) # (0,0),

11. flz,y,2) = (xy2z, 2wy2z, 3wy22).

Exercicio 3.6.2 Sendo @ = (22 — 4?).V(f), calcule div(w@) no ponto P =
(1,2,3), sabendo que f(x,y,z) = sen(zy) + 2.

Exercicio 3.6.3 Sendo @ = (22 — 4?).V(f), calcule div(w@) no ponto P =
(—1,2,—1), sabendo que f(x,y,z) = xyz + 2xy.

Exercicio 3.6.4 Um fluido escoa em movimento uniforme com velocidade U
dada. Verifique se U representa um possivel fluzo incompressivel.

1. o(x,y,2) = (2%, 2,9%);
2. U(x,y,2) = (2,z,—1);
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3. v(x,y) = (2zy, 2),

4. vz, y) = (2y — 3,27);

0. U(x,y) = (—y,x);

6. U(z,y,2) = (2xz,—2yz,2z).

Exercicio 3.6.5 Verifique se as sequintes funcoes sao harmonicas em algum
dominio D.

1. f(z,y,2) = yz + In(xy);
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7. f(z,y) = €* cos(y).

1
Exercicio 3.6.6 Mostre que a funcao f(x,y,z) = ¢ uma

a2 4y + 22

funcao harmonica.

Exercicio 3.6.7 Prove que o campo vetorial v(x,y, z) = H%, comr(x,y, z) =
T

(x,y,2), €um campo solenoidal fora da origem.
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