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1.11 Owutras Parametrizacoes

o estudo de curvas é muito rico e muito amplo. Existem vérias curvas cuja pa-
rametrizagao ¢ conhecida, como por exemplo, as que ja vimos (circunferéncia,
elipse, etc.) e outras menos conhecidas (Folium de Descartes, Lemmiscata
de Bernoulli, etc.).

Nao vamos estudar um grande nimero de curvas, pois este nao € o objetivo
do curso, mas vamos estudar mais algumas. A seguir, vamos parametri-
zar a Hélice Circular, que ja vimos que é uma curva reversa, esta curva se
desenvolve sobre uma superficie cilindrica.

Considere parte de uma superficie cilindrica 2% +y? = a%. Enrole em volta da
superficie um triangulo retangulo flexivel AABC' de modo que A = (a,0,0)
e que AB seja o cateto que estd no plano XY. A hipotenusa AC, determina
sobre a superficie cilindrica a Hélice Circular, veja na Figura 1.21.

Figura 1.21: Esbogo da construgao da hélice circular.

Para parametrizar a hélice circular, considere um ponto P = (x(t), y(t), 2(t))
da hélice, cuja projecao no plano XY seja (). O ponto P é correspondente
ao ponto M no triangulo ABC'. A projegao de M no eixo x é N. Além disso,
PQ = MN e AN = AQ = at. Assim,

x(t) = acos(t)
y(t) = asen(t)
(1) = attg(6)

onde ¢ ¢ o angulo agudo BAC'. Portanto, tomando tg(¢) = m, uma equagao
vetorial para a hélice circular fica dada por
7(t) = (acos(t), asen(t), amt).

Vamos falar agora de outra curva, a Cicloide, que é uma das Rosdceas. Uma
cicloide pode ser descrita pelo movimento do ponto P = (0,0) de um circulo
de raio a, centrado no ponto C' = (0,a) quando o circulo gira sobre o eixo
das abscissas, como visto na Figura 1.22.
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Figura 1.22: Esbogo da figura de uma cicloide.

Quando o circulo gira um angulo ¢, seu centro se move um comprimento
OT. Na Figura 1.22 temos que OT = TP = at, CT = a, CA = acos(t) e
AP = asen(t). Portanto, as coordenadas de P sao:

x(t) = OT — AP = a(t —sen(t)) e
y(t) = AT = CT — AC = a(1 — cos(t)).

Logo, uma equagao vetorial para o cicloide é:

7(t) = (a(t —sen(t)), a(l — cos(t))).

Exemplo 1.11.1 FEscreva a equacdo vetorial de uma curva descrita pelo mo-
vimento de uma cabeca de prego num pneu de carro que se move em linha
reta, se o raio do pneu € 25cm.

SOL Uin O: Supondo que a cabeca do prego se encontra localizada no pneu
num ponto P, como na Figura 1.22, sua trajetoria é uma cicloide. Entao:

7(t) = (25(t — sen(t)), 25(1 — cos(t))).

De uma maneira geral, quando temos uma equagcao cartesiana de uma curva,
podemos definir que uma das variaveis € o nosso parametro e encontrar as
outras coordenadas em fungao desta, como veremos a seguir.

Exemplo 1.11.2 Fscreva uma equacao vetorial para y = bx + 3, no plano
z = 2.

SOLUGCAO: Tomando x(t) =t, temos que y(t) = 5t + 3 e 2(t) = 2. Logo,
uma equacdo vetorial para a curvae fica dada por:

F(t) = (t,5t +3,2).
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E importante ressaltar que uma parametrizagao de uma curva nao é unica.
Por exemplo, para o Exemplo 1.11.2, tomando z(t) = 2t 4 1, entao y(t) =
10t + 8 e z(t) = 2 e, por isto, a curva fica dada por:

F(t) = (2t + 1,10t + 8,2).

Vamos a mais exemplos.

Exemplo 1.11.3 A intersecgio entre as superficies z = x> +y? ez =2+y
determina uma curva. Escreva uma equacdao vetorial desta curva.

SOLUCAO: Como z=122+y* ez =2+, seque que 2>+ y> =2+, ou
seja, a equacao que representa a interseccao das duas superficies é dada por

1 : .
2 + (y —3) =7 Em outras palavras, o curve que estd na interseccao

s 2 2 a . A . . 3
das superficies z = x° +y~ e z = 2+ y € uma circunferéncia de Taio 5 €

1
centro C' = (O, 5) Assim,

x(t) = gcos(t)
3 1
y(t) = Esen(t) t3
2(t) =24y = 3 + gsen(t)

com t € [0,2x]. Portanto, uma equagdo vetorial para a curva € dada por

3 3 15 3
(5 cos(t), Esen(t) t3gt ésen(t)> , t€l0,2n].

Exemplo 1.11.4 Encontre uma representacao paramétrica para curvae dada
pela interseccio das superficies v +y =2 e x® +y*> + 22 =2(x + y).

SOL Uin O: Temos que x = 2—1y. Assim, substituindo na sequnda equagao
chegamos a

-y’ + P+ =22—y+y) =d—dy+y’+2=4=

=22 -2+ 1) +2+ 22 =422y —1)2 422 =2,

Desta forma, temos que a equacao da curvae dada pela interseccao das su-
perficies equivale a 2* + 2(y — 1)> = 2, ou seja, a curva de inlerseccio € a
2
z
elipse (y — 1)* + 5 = 1. Assim, uma equacao vetorial para a curva € dada
pOT:
y(t) =1+ cos(t)

2(t) = v/2sen(t)

x(t) =2—y=1—cos(t).
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1.12 Exercicios

Exercicio 1.12.1 Obtenha a equacgao cartesiana das sequintes curvas:

1. #(t)

(51,3t +5);

2. 7(t) = (t — 1,12 — 2t + 2);
3. 7(s)=(s*—1,8* +1,2).

Exercicio 1.12.2 Encontre uma parametrizacdo para cada uma das curvas
a Sequir.

1. y? — 4y + 22 = 0;
Yy =2x —5;

T =y
r=zey=2;

P2+ + 22 =3 +y) ex+y=23;

S v e

20 —3 =4y —T e2z—5y =12;
7. z=22+2y% e 20— 4y = 6;

Exercicio 1.12.3 Faca um esbo¢o do conjunto imagem de cada uma das
funcoes vetoriais a sequir.

1 f(t

2. f(t) = (3t —6)i + (2t — 4)];
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