Prof. Carlos Alberto da Silva Junior DEMAT/UFSJ

1.7 A Integral de Funcoes Vetoriais de uma
variavel

Até agora a ideia que utilizamos foi estender a definicao do item estudado
em fungoes escalares para fungoes vetoriais. O mesmo vai acontecer com a
Integral de Fungoes Vetoriais de uma variavel.

Vamos relembrar a ideia usada na construcao de integrais de fungoes es-
calares: Considere a funcao f : [a,b] — R integravel e considere também
P:a=zy<mz <--- <z, =0buma particao de |a, b]. Chamemos de At; o
comprimento do intervalo I; = [t; 1,t;]. Se ¢; € I;, seque que podemos tomar
a soma

Z fle)At;

que € chamada de Soma de Riemann de f relativa a particao P. Depois
que definimos a soma de Riemann para fungoes vetoriais, podemos calcular
o valor do limite da soma, caso exista. Se exitir tal limite, o chamaremos de
Integral Definida da Funcao.

Como o limite de fungoes vetoriais € limite de cada uma das coordenadas e a
soma de fungoes coordenadas é também definida coordenada a coordenada,
podemos substituir a funcao escalar na integral por uma funcao vetorial e
utilizarmos a mesma ideia para definir a integral de fungoes vetoriais, como
vemos a seguir.

Definicdo 1.7.1 Considere [ : [a,b] — R™ uma fungao vetorial e considere
também P :a = x9 < 21 < -+ < x, = b uma particao de [a,b]. Chamamos
de At; o comprimento do intervalo I; = [t; 1,t;]. Se ¢; € I;, seque que

Z flen At

¢ chamada de Soma de Riemann de f relativa a particao P.

Definida a soma de Riemann para fungoes vetoriais, podemos calcular o valor
do limite desta soma. Se o mesmo existir, entao o chamaremos de Integral
Definida da Funcdao Vetorial, como a seguir.

Definicao 1.7.2 Dizemos que Zf(ci)Ati ¢ F' € R" quando maxAt; — 0

=1

lim Zf(ci)Ati = F
i=1

max At;—0

€ eSCTevemos

se ¥ € >0 dado, ezxiste d >0 (que so depende de ¢ e nao do c¢; escolhido) tal

que Z f(ci)Ati — F|| < € para toda particio P de [a,b] com max At; <.
1=1
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Quando o valor de F existe na Definigao 1.7.2 ele é unico e, por isto, utiliza-
mos a notacao

max At;—0

b
[fnar= w3 fle)sn

Além disso, utilizando as propriedades de somatéria e de limite de fungoes
vetoriais, temos que

jf(t)dtz /bfl(t)dtw- ,/bfn(t)dt :

isto €, a integral de uma funcao vetorial é a integral de cada uma das suas
fungoes coordenadas. consequentemente, as propriedades de integracao de
fungoes vetoriais sao extensoes das propriedades de fungoes escalares, apli-
cando coordenada a coordenada. Vamos a alguns exemplos.

—

b
Exemplo 1.7.1 Calcule [ f(t)dt sendo f(t) = (t,4,t*) € [a,b] = [—1, 3].
Solugao: Temos que fi(t) =t, logo

3

jfl(t)dt = /tdt = g

-1

3

—1

Por outro lado, temos que fo(t) = 4, logo

3

3
/fQ(t)dt = /40” = 4t°, =12 — (—4) = 16.

-1

Por fim, temos que f3(t) = t2, logo

3

jfg(t)dt = /tht = g

-1

3
/f(t)dt = (4, 16,2—36> :

3

Portanto, temos que

1 —
Exemplo 1.7.2 Calcule [ f(t)dt sendo
0

flt) = <3t4, %,575%) .

t
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Solucao: Temos que, fi(t) = 3t*, logo
303
/ fi(®) / 3ttdt = = -,
g 9O
Além disso, temos que fo(t) = 5 =t73. Logo
1 1
f e .
tydt = [ t7dt = = —| =—= — fo0.
/fQ() / 3, 3|, 3 O™
0 0
Por fim, temos que f3(t) = 5t3 e, consequentemente
5es | 1
/fs /5t2dt )
5 0
Portanto, temos que
1
. 3
0
b - 3m 12+ 4t +4
Exemplo 1.7.3 Calcule [ f(t)dt sendo f(t) = (t (2t —3),T> e
[a,b] = [1,2].
Solugao: Temos que

- f 244t +4 f ! 1
flt) = (753(2752 - 3), HT+> = (2#” ~ 363,43 -4t + 4157)

Desta forma, temos que

2 2
< 3 1 —1
/ Ft)dt / 2755 — 3% 12 + 412 —1—4757) d

. 2
AR TS B SRS <t6
= (2= -3, — 44— +4— || =
/(64 48 1
N 3 4
\/_

B (21 47 (24480 +120)

f+16f+sf) (

5+))-

6+40+120\ (37 2242 —166
4’ 15 15 S\ 47 15 '
Agora, vamos aos exercicios
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1.8 Exercicios

Exercicio 1.8.1 FEncontre a Integral Indefinida de cada uma das funcoes
vetoriais abaizo.

—

a) f(t) = (3754 27, ) (b) f (t):(zst%,lo\ﬁ, (4cossec(t)cotg(t)—|—2$602(t)));

(e) J(t) = (682V/E, 48 + 2,82 = 3)); (d) (1) = (VI— 4, /6= 20,/ =9).

Exercicio 1.8.2 Calcule o valor de cada uma das integrais abaixo.

(a) /5 (4,6t,t%) dt; (b) /3 (3t — 4t + 1, (t — 3)*, 1* — 2t) dt;

(c)/ (1\/’52“)0& (d)/ ( 5 wm)

(e) /OW 8 (sen(Qt),tQ\/m, £ 1) dt.

t+1
Exercicio 1.8.3 Fncontre o derivada de cada uma das funcoes a sequir.

(2) f(t) = (In(|#* + 1), In(| cos(3¢)]), In([tg(41) + sec(4t)]));

) 710 = (1 (| ] ) w0 - 02+ 255 )

Exercicio 1.8.4 Calcule cada uma das integrais a sequir.

()/ LA
a 2tt2—|—45t3—1 ’

cos(t 2t3 1
(d) / (1 ose , cotg(bt) + cossec(5t), 1 T ln(t)>'

Exercicio 1.8.5 Fncontre o derivada de cada uma das funcoes a sequir.

(a) f(t) _ (65t,et273,emsen(6t),eet);

(5sme 2 e4t_1>>
(b) f()—<5 o ’t+et’m<e4t+1 .

Exercicio 1.8.6 Clalcule as integrais indefinidas:

(2) / (625t’ 1—;6%’ 1 —iteiﬁ)?) at;
o) (755 5 mm)

(c) /(%ﬂ te4t2> dt;

@ [ ()
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