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1.5 A Derivada das Funcoes Vetoriais de uma
Variavel

Agora, vamos estender a ideia de Derivadas de Funcoes Escalares de uma
Variavel Real para a Derivada de Funcoes Vetoriais. Quando estudamos
derivada de funcoes escalares, tinhamos que

[z +h) = f(x)
h

, :

T =i
quando o limite existia. Das propriedades de limites de fungoes vetoriais
temos que o limite de uma funcao vetorial é o limite das fungoes coordena-
das. Logo, se trocarmos a fungao escalar f(z) por uma fungao vetorial I (x),
utilizando a mesma definicao, obtemos a derivada de uma funcao vetorial,
que vai ser dada pela derivada de cada uma das fungoes coordenadas. Veja
a definicao a seguir.

Definicao 1.5.1 Seja f: A C R — R™ uma funcao vetorial dada por f:
. . d _

f(t). A Derivada de f em relagao a t, denotada por d—{ ou f'(t), é definida
por:

AF ) i L0 D) =T
A R

para todos os valores det € A C R tais que o limite exista.

Dos comentarios feitos acima, sobre o limite de fungoes vetoriais, podemos
tomar a observagao a seguir.

Observagao 1.5.1 Considere uma funcao vetorial a(t) = (ai(t), - ,an(t))
df df
um vetor em R™ tal que d—{(t) = d(t). Entao, temos que —f(t) =d(t) &

dt
fit)y=a;(t),Vie{l,--- ,n}

Utilizando a observagao anterior podemos resolver alguns exemplos. Lembre-
se, encontrar a derivada de uma funcao vetorial é obter a derivada de cada
uma das fungoes coordenadas. Vejamos os exemplos.

Exemplo 1.5.1 Dada a func¢ao vetorial

F(t) = (32 + 4t,In(2t* — 5), sen(3t* + 44> — 1)),

f
btenh tor —(1).
oenaoveordt()

SOLUCAO: Temos que f1(t) = 3t* + 4t, logo

fit) = (3% + 4t) = 6t + 4.
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Além disso, fo(t) = In(2t*> —5), logo

4t

(22 —5) = —
( ) = om 5

fo(t) = In(2t* = 5))" = 55—

Por fim, temos que f3(t) = sen(3t® + 4t — 1), logo
f3() = (sen(3t>4+4t* 1)) = cos(3t3+4#*—1)-(3t3+4t>—1)' = (9t*+8t) cos(3t3+4t*—1).

Portanto,
d]? 4t 2 3 2
—(t)= (6t +4, ———, (9" + 8t 3+ 47 —1) ).
dt() <6+ ,2t2_5,( + 8t) cos(3t° + )

O uso das propriedades para calcular limites e derivadas de fungoes sao muito
importantes, pois facilita na obtencao dos resultados. Sendo assim, apresen-
taremos algumas propriedades relacionadas a operagoes com fungoes vetori-
ais, estas propriedades sao obtidas diretamente das propriedades de derivadas
de funcoes escalares e da observacdo anterior.

Observacao 1.5.2 PROPRIEDADES: Considere fe g duas fungoes ve-
toriais e h uma funcdao escalar. Entao, sao vdlidas as seguintes propriedades:

d(f£9@) _df(t)  dgt)
L dt dt + dt -’

d(hf)t) [, df dh 2\ .\
e Kol ROR S e B AQF
3. Se o produto vetorial estiver definido, entao temos que:

ADO _ (790 ) (g_{ xg~> 0:

- df
) f<t>,—<t>>
PRI < “ ]

- —

dt £ (@]

Vamos a mais exemplos.

Exemplo 1.5.2 Encontre o vetor derivada de cada uma das funcoes vetori-
ais a Sequar.

. 2% —4 |
1 fl) = (3752 ~ g V2P A (30 275));

—

2. f(t) = sen(3t?)i — j—ePk;

ot +3

S 11
3. (t):<¥,t—2,t2—2t>.
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- 2t -4
SOLUGCAO: (1) Temos que fi(t) = 3t* — e Assim,
ot — 4)/(4t + 3) — (2t — 4) (4L + 3) 8t + 6 — 8t + 16
A (4t + 3)? (4t + 3)?
e (2
B (4t +3)?

Para a sequnda funcdo coordenada, temos que fo(t) = V/2t2 — 5t + 4. Desta
forma, obtemos

1
fo(t) = [(2t2 — 5t + 4)Y3] = g(2152 — 5t +4)7 2324 — 5t +4) =

B At —5
C3¢/(22 — 5t + 4)2

Por fim, para a terceira funcio coordenada temos que fs(t) = In(|3t*> — 2t|)
e, por isto,

6t — 2

3t2 — 2t

£3(t) = (In(j3¢* — 21)))’ (36— 2ty =

Portanto,

T 329

df()_ o 22 At -5 6t — 2
at "’ (4t +3)2" 33/(22 — 5t + 4)2" 32 — 2t

(2) Temos que fi(t) = sen(3t?). Logo,
Fi(t) = (sen(3t)) = cos(3t?) - (3t*) = 6t cos(3t%).

Além disso, temos que fo(t) = — —4(5t + 3) . Assim,

5t+3
20

fot) = (=406t +3)71) = —4(—1)(5t+3)*2-(5t+3)’:m.

Por fim, temos que fs(t) = —e®. Desta forma,

ft) = (- Stz) = . (5t%) = —10te™.

Portanto,
df 20 502
= |6t t°), ————=, 10t .
dt( ) (6 cos(3t?), Gi+ ) Ote )

(3) Temos que f(t) = (L, %,1> — 2t). Desta forma,

o= (). (2) )= -

12
_ -2 -3 _
=(-1-t72 -2t ,2t—2)_<—t—2,—t—3,2t—2>.
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Exemplo 1.5.3 Considere a funcao vetorial f: A C R — R" derivdvel, tal

- - o df(t
que ||f|| = cte > 0, para todo t € A. Prove que f(t) - % = 0, para todo
t € A. Interprete geometricamente para o caso n = 2.
SOLUGCAO: Temos que k = ||f(t)|| = <f(t),f(t)>, onde k € uma cons-

tante. Desta forma, temos que <f(t), f(t)> = k? e, por isto,

dt dt dt dt

e como o produto escalar € comutativo, seque que

2<f<t>,%<t>> —o,

<f(t),2—{(t)> _0VieA

Vamos a uma interpretacdo geométrica para o caso n = 2. Como ||f(t)|
constante, e o grdfico de f ¢ o lugar geométrico dos pontos extremos de f
aplicados a t € A, seque que o grafico de f representa uma circunferéncia de

raio || f(t)|| (uma circunferéncia é o lugar geométrico de todos os pontos que
estao a uma mesma distancia de um determinado ponto).

1sto €,

s

€

—

o d df
Sendo assim, como ( f(t), d—{(t) =0, Vte A, seque que d—{(t) sao todos

0s vetores tangentes a circunferéncia. A Figura 1.3 traz uma representacao
grdfica da interpretacao geométrica.

d(lI£1)

dt

=5

I71

\4

Figura 1.3: Interpretacao grafico do Exemplo 1.5.3 para o cason = 2.
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Visto que a derivada de uma fungao vetorial é a derivada de cada uma das
coordenadas e lembrando que a segunda derivada de uma funcao escalar é a
derivada da derivada da fungao, podemos estender a definicao de Derivadas
de Ordem Superior para fungoes vetoriais, como apresentado na observagao
a seguir.

Observacao 1.5.3 As derivadas de ordem superior sao definidas de maneira
andloga, isto €,

Ef _d (df\ _ (&EH B,

de dt dt df?’ Tdf? )

AN & f,
dafsdt \ df? ‘(df3""’df3>’

e assim por diante.

Exemplo 1.5.4 FEncontre as seqgunda e a terceira derivada da funcao vetorial

f(t) = <r147527 e, cos(2t — 4))

SOL Uin O: Vamos derivar cada uma das fungoes coordenadas. Temos que

fit) = Toap = (1+4t>)"". Desta forma,
Ugtl( )= [(1+4)7] = —1(1 +43)2(1 + 4t%) = T +8it2)
d2f1( - {_ 8t }’__(8t)’(1+4t2)2 (8t) (1 + 4t%)?)’
dez Y T (T 4ae)?2] ((1 + 4¢2)2)* a
(1+ 4¢%)(8(1 + 4¢?) — 8t.2.8¢) 8 4 32t% — 128¢2 8 — 962
- (11 42)1 T T ARy (taep
d3f1( ) = (_ 8 — 96t2 > o (8=9682)((1+417)%) — (8 = 961%)((1 + 41%)%)
ars T\ Q43 ) (1 + 4£2)3)? B
—192t(1 + 4¢%)° — 16t(8 — 96¢*) (1 + 4¢%)*  —192t — 768> — 128t 4 1536t
((1+42))? B (1+4p)! B
76817 — 320t
(1+ 4¢2)*

Para fo(t) = e t, temos que fi(t) = —e ', fJ(t)=et e fJ(t) = —e .

Por fim, temos para f3(t) = cos(2t —4) que fi(t) = —2sen(2t —4), fi(t) =
—4cos(2t —4) e f3(t) = 8sen(2t —4). Portanto,

&2f 8—96t2
L) = ——— et —dcos(2t — 4
0 = (e etz 1),

Bf
ﬁ(t)

(_ 7683 — 320t

—t
(1 1 472)7 ,—e ', 8sen(2t — 4)) .
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Exemplo 1.5.5 Suponha que ||f]| # 0 para todo t € Dy. Considere também

. (t
a funcao T(t) = % Prove que
v
T e yn sao ortogonais;
d(||7]) =
(121 7

goa=|lllo +— 4
SOLUCAO: (a) Temos que

ar = i \[F0)] P \TF0] EOIR
d
<z - ) ;
_ _dt (@
=T TwoE e a )
Desta forma, temos que
T wn - w)
atw a7 )
O~ = T OO AR
. d,
I S TR UG O
= 0] i (Pl OE TR | T

~ (i + 5 Qo ) =o.

S dl ‘
Portanto, os vetores T' e — sao ortogonais.

dt
(b) Do item (a) temos que
d
a7 @I - () 1L d
— _|_ — - — (v ,
dt ()] o)l dt
e como d(t) = Eﬁ(t), seque que
dT u(t) alt)
=~ PO [+ o
Assim, isolando d, temos que
at)y dI  d 1
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e multiplicando ||d(t)|| dos dois lados da igualdade chegamos a

L dTd(T])
i= oy + A7

como desejado.

Exemplo 1.5.6 Dada a func¢ao vetorial
F(t) = (tcos(t) — tsen(t), tsen(t) + t cos(t)) ,
2 —
determine jcllT{ (1).
SOLUCAO: Temos que (tcos(t)) = cos(t) — tsen(t) e que (tsen(t)) =
sen(t) + tcos(t). Assim,

df
dt

= (cos(t) — tsen(t) — (sen(t) + t cos(t)), sen(t) + t cos(t) + cos(t) — tsen(t))

(t) = ((tcos(t)) — (tsen(t)), (tsen(t)) + (tcos(t))") =

e, consequentemente,

%(t) = (t(sen(t) —cos(t)) — 2(sen(t) + cos(t)), —t(sen(t) + cos(t)) + 2(—sen(t) + cos(t))) .
1.6 Exercicios

. _d ‘ ‘
Exercicio 1.6.1 FEncontre a funcao d_{’ em cada item abaizo.

—

1. flt) = (Tt +3)i + (8 — 5t)] — 4k
2. ft) = (3t + 4,8 — 13, V/1);

_ 1 1
3. f(t): H—l,\/3t+3,t—2—t>;

+~
=
A~
~
SN—
I

1 32—2t+1
1427 3—-2¢ '

t t*—38
t—1"t3 48’

(=2t +1)(2> + 375)) ;

R
=
A~

~
SN—

I

24+2t+1 2t +1
+ 2t + ’ + B=1);
t2—-2t+1"t+5

=
=
=
I
~
w
+
—_

o

—

=

Il
AATAA

(P =2t 1), (2 + 3)(2t — 5)(3t + 2)) ;

~
N

_|_

w

%

&hl

=
I

(

—
w
~
_|_
\)

(17— 1), (3t +t3)(t +3)(t* = 5), (t* — 3> + 4t — 1)*);
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—

9. f(t) = (3sen(t), tg(t) + cotg(t), 2t cos(t));

10. f(t) = <2t0(fgt),tsen(t) + cos(t), 4sen(t) cos(t))

11. f(t) = (83 — t?* cos(t) + 2tsen(t) + 2 cos(t), 3sec(t)tg(t));

12. f(t) = (33 +5)3(3t — 1)%, (2t — 5) 1 (4¢ + 3) 72, (t + 3)>(5t + 1)(3t2 — 4));

Lo (=T 2—1 P (2 —5)°
13. f(t)—(t+2v<3t2+t_2> 7(t2+5)2>.

14. ]F(t) = (475% +5t71,3t§ — 675% —|—t7Tl7w/1 +4t2);

15.

16. §(t) = (cotg(\/%),tg( 2 +1), gi;?)

17. f(r) = ({"/m Vor + \@)

Exercicio 1.6.2 FEncontre as derivadas de 1%, 2% e 8% ordem das funcoes
vetorials a Sequir.

— —

1 f(t) = (£ =283 + )i+ t3] + (24 — 483 + 7t — 1)k;

—

2. f(t) = (Ve =56,V +1,4cos(?));

—

3. f(t) = (cotgz(t), %, sen(t) + 1);

4. f(t) = <t4 — 22 4+t — 5, %L_l 2tg(3t), cos(2t) — sen(2t)>.
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