Prof. Carlos Alberto da Silva Junior DEMAT/UFSJ

1.3 Limite e Continuidade de Funcoes Veto-
riais de uma Variavel

Agora vamos estender a nocao de Limite de fungoes escalares para fungoes
vetoriais. Precisamos verificar que a imagem da funcao vetorial se comporta
de maneira analoga a uma fungao escalar, quando nos aproximamos de um
determinado nimero, em cada uma das suas coordenadas, o que nos leva a
identificar o limite da funcéo vetorial ao limite de cada funcao coordenada,
quando nos aproximamos de um determinado ntimero, veja a defini¢ao.

Definigéo 1.3.1 Seja f : A\ {to} C R — R" uma funcio vetorial definida
em todo t € A exceto, possivelmente, em ty. Seja d = (a1, -+ ,a,) um vetor
constante. Entdao dizemos que

—

lim f(t) = d,

t—to

—

se para todo € > 0, existe um 6 > 0 tal que ||f(t) — d|| < € sempre que
0< ‘t — to‘ < 4.

Em outras palavras, temos que tlir? f(t) = a se, e somente se, lim;_,;, fi(t) =
—to

a;, para todo i € {1,2,-+- n}.

Podemos perceber que calcular limite de fungoes vetoriais é muito similar
a calcular limite de funcgoes escalares, a diferenca é que precisamos calcu-
lar o limite de cada uma das fungoes coordenadas para obter o limite da
funcao vetorial. Desta forma, podemos estender as propriedades de limite de
funcgoes escalares de maneira natural para fungoes vetoriais, em consequéncia
da linearidade de limite de fungoes escalares. Vejam algumas propriedades.

Observacao 1.3.1 PROPRIEDADES: Considere os sequintes limites:

tlgg) f(t) =a, tlggg(t) =b e que tlgg) h(t) = m. Desta forma, temos que:

3. tlir? fx ﬁ) (t) =ax 5, quando o produto vetorial estiver definido;
—rto
4. tlgg hf) (t)y=m-a

Exemplo 1.3.1 Dada a fungio vetorial f(t) = (V2 +9)7 — (2t — 4)], de-
termine lln% flt).
—

SOLUCAO: Temos que fi(t) = V2 +9. Desta forma, a funcio fi estd
definida em R, pois t> +9 > 9 > 0 e, por isto, podemos calcular o limite da
Jungao quando v — 2. Logo, lln% fit) =v224+9=+V13.

—
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Por outro lado, temos que fo(t) = —(2t —4). Desta forma, lmé falt) =
—
—(2.2—4) = 0. Portanto, temos que PH% ft) = (\/ 13, 0).
—

> t—1
Exemplo 1.3.2 Considere a fungao vetorial f(t) = (etl, W, Vit 4).

—

Determine lim f(t).
t—51
SOLUCAO: Temos que fi(t) = e e, desta forma, 11rrl1 fit) =t =
—

—1
1. Além disso, temos que fo(t) = N e, desta forma, como estamos

t
Vi—
calculando o limite da fungao quandot — 1 et >0, chegamos a 11H11 falt) =

—

t—1  (Vi+1)(Vi—-1) Vit

Viel T Vied
Por fim, como f3(t) =/t +4, seque que f3 estd definido para todo nimero
real maior ou igual a —3, logo 11H11 fs(t) = V1+4 = /5. Portanto,

—

1+1=2.

—

11_I>I11f(7f) = (0727 \/5)

—

Exemplo 1.3.3 Seja f: R — R? dada por f(t) = (3 — 7t — 5752,%).
Entao calcule lim f(t).
t—2
Solucao: Temos que fi(t) =3 — Tt — 5t2, logo 11H21 f(t)=3—-72—52%=
—

3 —14 —20 = —=31. Por outro lado, como estamos calculando o limite da
Jungao quando t — 2, seque que t # 2, o que nos permite tomar fo(t) =
t?—5t+6  (t—2)(t—3)
t—2 t—2

=t—3 e, consequentemente, lmé fao(t) =2-3 =
—

—

Portanto, temos que lmé (t) = (—31,-1).
—

P8 At +4 —
Exemplo 1.3.4 Sejag(t) = <t+2’ 2—4 3], se 17 =2

(0,0,0), se t=—2
Calcule, se existir, lim g(t).
=2

Solugao: Como estamos calculando tlimQ g(t), seque que estamos conside-
e

rando apenas valores de t # —2, o que nos permite considerar que G(t) =

:<t3+8 t2—|—4t+47\/3—+t>:((t+2)(t2—2t+4) (t+2)? \/3—+t>:

t+2’ #2-—4 t+2 Tt+2)(t—2)

= ((t2—2t+4), Eii— ;,\/3—1—75) 0 que nos leva a

\)

0
lim §(t) = <4+4+4,—4, 3—2) = (12,0,1).

t——2
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= <sen(t) 1 — cos(?)

Exemplo 1.3.5 Calcule o limite da fungao vetorial f(t) = s ;

quando t — 0.

t
Solugao: Vamos calcular cada um dos limites. Observe que fi(t) = sentt)

por isto, temos que PH& fi(t) € um dos limites fundamentais, isto €, PH& fit) =
— —

1. Caso nao lembremos de tal informacgao, poderiamos também utilizar a re-
gra de L’Hopital, visto que PH(% sen(t) =0 = yné t. Desta forma, temos que
— —

t t)) t
lim f1(t) = tim S0 _ gy (RO, cos®)
t—0 t—0 t t—0 (t)’ t—0 1
1 — cos(t) , . ; '
Para fo = — também utilizaremos a regra de L’Hopital. Temos
1— t
e fing(1 = cos(t) = 0 = i e, por isto, i (1) = tiy L)
lim (1 —cos(t))  lim sen(t) _0
t—0 (t)’ t—0 ’

1
Portanto, temos que PH(% F(t) = (1,0).
—

— —

ft+h) = f(t)

Y , sendo fa funcao vetorial

Exemplo 1.3.6 Calcule lim
h—0

flt) = (sen(t),cos(t),3t* — e*) .

Solugao: Temos que

IR0 it +h) = f1(?)
lim Y = (hm

h—0

... . lim
h—0 h ’ ’ h—0

fut + 1) —fn(t)>
h

= (fi(), - fa(1)) -
flt+n) = f(t)

)

Portanto, }lgr(l] . = (fi(t), -, fi(t)) = (cos(t), —sen(t), 6t — 2¢*).

Podemos ainda estar pensando no que acontece quando calculamos o limite
de uma funcao vetorial apenas em uma direcao do parametro, isto €, quando
calculamos os limites laterais. A proxima observagao vai esclarecer isto.

Observacao 1.3.2 Os Limites Laterais de uma funcao vetorial sao definidos
de maneira andloga a limites de fungoes vetoriais, ou seja,

lim f(t) = (

+
t—tg

hHi fl(t)v B hHi fn(t)> €

t—tg t—tg

lim f(t) = (lim filt), -+, lim fn(t)>.

Temos também que as definicoes de limites no infinito podem ser estendidas
a fungoes vetoriais de maneira natural.
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Agora, vamos a outro conceito muito importante estudado no cédlculo, o con-
ceito de continuidade. Basicamente temos que uma fungao é continua num
determinado ponto se o limite da funcao existe no ponto e se este valor ¢é igual
ao valor da fungao no ponto. Desta forma, como limite de fungoes vetoriais é
o limite de cada uma das coordenadas, segue que uma fungao vetorial vai ser
continua num ponto se cada uma das suas fungoes coordenadas é continua
neste ponto, veja a definicao.

Definicdo 1.3.2 Seja f: A C R — R™ uma funcio vetorial. Entio, dizemos
que [ € Continua num ponto tg € A se

lim f(t) = flto).

(t)—>t0
Em outras palavras, uma funcao f € continua se, e somente se, cada uma
das funcoes coordenadas é continua em tq.

Como a definicao de continuidade esta diretamente relacionada com a de-
finigao de limite, segue que as propriedades sao analogas ao calculo de limites,
como visto na observagao a seguir.

Observacao 1.3.3 Sejam f e § duas funcoes vetoriais continuas em to,
entdo sao validas as seguintes propriedades para continuidade de funcoes ve-
toriais:

1. dizemos que f € continua se f é continua para todo to € Dy.

—

2. f+£ g é continua em ty;
3. f g € continua em ty;
4. fx g € continua em tg, quando o produto vetorial estiver definido.

Vamos a alguns exemplos.

—

Exemplo 1.3.7 Seja a funcio vetorial f(t) = ti—t2j. Entdo, como fi(t) =t
(que € uma funcao polinomial) e fo(t) = —t* (que também € uma funcao
polinomial), seque que fi e fa sao continuas em todo t € R. Portanto, seque
que f € continua em R.

- t—1
Exemplo 1.3.8 Seja f(t) = (etl,Tl,St) Entao, temos que fi(t) =

t
e 1 € wuma funcao exponencial e, por isto, fi € continua para todo t € R.

Além disso, temos que f3(t) = 3t € uma funcao polinomial e, consequente-
mente, continuas em todo R.

t —
Ja para fo(t) = aT temos que fa € uma funcao racional (a divisao de

dois polinomios) e, por isto, fo € continua apenas nos pontos de R tais que o
denominador da funcao racional (£* — 1) seja ndo nulo, isto é, apenas para

valores reais tais que t # +1. Portanto, f € continuas em todos os pontos do
R tais que t # +1.

Agora, vamos aos exercicios.
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1.4 Exercicios

Exercicio 1.4.1 Calcule o valor de cada um dos limites a sequir.

1. lim f{t), send o442
fimg /(2), sendo f(1) = ( T 375—1)

—

2. lim f(t), sendo Ft) = (3 =7t — 562, (t — 2)'°(t + 4)%);

—

3. lim f(t), sendo f(t) = (3752 —Tt+2,
t—3

203 — 512 —2t —3 4t —5Y\
43 — 13t2 4+ 4t — 375t — 1

4. lim f(t), sendo

)= (-t +6t" +2,(t+4)3t+2)" 213 .
’ 422+ 6t+5 )]

- - t4+3\ - [(tP+5t+6\ > (=546 >
5. lim f(t), sendo f(t) = <L> i+ (L) j— <—+> i

t— t+2 t+2 t—2
- - - (4t —1 t+4\ -
6. tll_{r% (t), sendo f(t) = (2t +7)i + <2t—1>j ( ;—t )k

sen(4t) 2t sen(9t) sen(3t)\
t 7 sen(3t) sen(Tt)’ sen(6t)>’

o S sen3(t t?
8. lim f(t), sendo f(t) = ( t2( )’ sen2(3t)>.

Exercicio 1.4.2 calcule, se existir, os limites laterais de cada uma das funcoes
vetorials a Sequir.

. . 42\ - [t4+2) -
1. lim f(t), sendo f(t) = <L> i+ 2t) + (4%) k;

t—2t t2 _ 4 t2
~ o 2 _ —
2. tl_lgl f(t), sendo f(t) = <\/tt—39’ \/:g[tﬂt t)}.

Exercicio 1.4.3 Fstude a continuidade de cada uma das funcoes vetoriais
a sequir.

> P+t—6)\- 2 —3t—4\ -
1. )= —— 1 - ) -
®) ( t+3 >Z+< t—1 )j’

t?+t—6 2 +6t+9
- ot t+—3
2 fit) = ( vr3 b Taog )osetE 3
(1,—6,0) set=-3
t2_3t_4t2 12 t £ 4
(2,4), set=4

14



