Capitulo 1

Funcoes Vetoriais de uma
Variavel

1.1 Definicao e Exemplos

Suponha, por exemplo, que uma particula esteja se movimentando de tal
forma que para cada instante ¢ as suas coordenadas sejam dadas por x =
fi(t), y = fa(t) e z = f3(t). Logo, para cada instante ¢t > 0 existe um vetor

f(t) = (z(t),y(t), 2(t)) = (fi(t), f2(t), f5(t)) que representa a sua posicao.

Desta forma, podemos pensar numa “funcao” que associa a cada nimero

—

real ¢ nao negativo a um tnico vetor f(t). Esta fungao é chamada de Fungdo
Vetorial de uma Varidvel Real, como apresentamos na defini¢ao a seguir.

Definicao 1.1.1 Sejam fi, f2,- -+, fu funcoes reais de uma varidvel real t.
Entao, o vetor f(t) = (fi(t), f2(t), -+, fu(t)) € chamado de Fun¢io Vetorial
de uma varidvel real. Cada uma das funcoes f1, fa, -+, fn € chamada de

Funcao Coordenada. Notagao: f: ACR— R"

O conjunto dominio de uma fungao vetorial f ¢ formado pela interseccao dos
dominios das fungoes coordenadas f; (i = 1,2,--- ,n), isto &,

D;=DnNDyN---NDy,.

Além disso, o conjunto imagem da funcao vetorial é definido da mesma forma
que para funcgoes escalares, ou seja, o conjunto imagem ¢é o conjunto I'm F=

—

F(A) = {w € R"w = f(t) para algum t € A}.

Observacao 1.1.1 Quando estamos no espaco euclidiano, isto €, quanto
temos n = 3, é comum utilizar a notagio f(t) = f1(t)i+ fo(t)] + f3(£)k, para
representar wma funcao vetorial, lembrando que i = (1,0,0), 7 = (0,1,0) e
k= (0,0,1) sdo os vetores da base ortonormal canénica do R3.

Vamos aos exemplos.
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—

Exemplo 1.1.1 Considere a fungio vetorial f(t) = (Vt—2,(t — 3)7).
Entdo, temos que fi(t) = /t —2 estd definida para todo nimero real tal
quet —2 >0, isto é, Dy, = [2,+00].

1
Além disso, temos que fo(t) = (t—3) ' = T35 & bor isto, fo estd definida
para todo nimero real tal que t —3 # 0, isto €, Dy, = R\ {3}.

Portanto, temos que Dy = {t € R[t > 2 e t # 3} = [2, +0o[\{3}.

O conjunto imagem € dado por Imy = {w € R*|w = f), te D¢}

Exemplo 1.1.2 Considere a funcio vetorial f(t) = 2sen(t)i+2 cos(t)] + 2k.
Entao, temos que fi(t) = 2sen(t) e, consequentemente Dy, = R. Além disso,
temos que fo(t) = 2cos(t) e, também temos que Dy, = R. Por fim, f3(t) =2
e por ser uma funcao constante, temos que Dy, = R.

Portanto, temos que Dy = R. O conjunto imagem € o conjunto formado por
Imjy = {(2sen(t),2cos(t),2) € R*|t € R}.

Um esboco do grdfico pode ser visto na Figura 1.1.
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Figura 1.1: Esbogo do conjunto Imy do Exemplo 1.1.2.

Exemplo 1.1.3 Considere a fungao vetorial f(t) = 2sen(t)i+2cos(t)] + tk,
com 0 < t < 4w, Para este caso, temos que o conjunto dominio jd estd
determinado pela defini¢ao do pardametro t e, por isto, DJ;: [0, 4r].

O conjunto imagem ¢ dado por Imy= {(2sen(t),2cos(t),t)|t € [0,4n]}.

Um esboco do grdfico pode ser visto na Figura 1.2.

Exemplo 1.1.4 Encontre o conjunto dominio e o conjunto imagem de cada
uma das funcoes vetoriais a sequir:

—

1. f(t) = ti + 2] + 13k;
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Figura 1.2: Esbogo do conjunto Img do Exemplo 1.1.3.

t—5
"ot — 27

3. h(t) = (VE=9,t,2).

Solugao: Vamos resolver o item (a). Temos que fi(t) =t é uma funcao
polinomial, logo Dy, = R. Temos também que fo(t) = t* € uma fungao
polinomial, logo Dy, = R. Por fim, temos que f3(t) = t* também € uma
Juncao polinomial, logo Dy, = R. Portanto, Dy=R. O conjunto imagem ¢é
dado por Imy= {(t,t*,#°) € R*|t € R}.

2. §t) = (V2 -4 2);

Agora, para o item (b) temos que g1(t) = /t? — 4 estd definida para todos os
mimeros reais tal que 2 —4> 0= 12 >4 =V > Vi=|t|>4=>t>4
out < —4.

—

Numa fungao vetorial f(¢) podemos pensar nas fungoes coordenadas como
sendo uma composicao da forma f(t) = (x(t), y(t), 2(t)). Por isto, dizemos
que uma funcao vetorial é a Representacao Paramétrica da funcao escalar

com coordenadas (z,y, 2).

Além disso, como estamos associando uma funcgao com um vetor, podemos
estender as definigbes das operacoes de vetores para as fungoes vetoriais,
como a seguir.

Observacao 1.1.2 Considere f(t) = (fi(t), -, ful?) eg(t) = (g1(t), -+ , gn(t))
funcoes vetoriais e h : R — R uma funcgao escalar. Desta forma, temos que:

L(fEDE) = (L) £01(8),--- falD) £ ga8));
2. (W)(t) = (h(t)-fi(t), -~ AlE).ful));
3. (F.9) = fut)-g1(8) + -+ Fult).-ga(?).

Além disso, o dominio da funcao obtida na operacdao serd dado pela inter-
secgao dos dominios das fungoes envolvidas.

7



Prof. Carlos Alberto da Silva Junior DEMAT/UFSJ

Exemplo 1.1.5 Considere as funcoes vetoriais f(t) = (2t —t 1, /13 —8) e
G(t) = 3% — 2t e considere a fungio escalar h(t) = 3(t — 1)~'. Efetue as
operacoes a sequir, encontrando o conjunto dominio de cada uma das novas
funcoes obtidas.

1
Solugao: Temos que f; = 2t —t71 = 2t — 7 e, por isto, Dy = R*. Jd

fo = V13 — 8 e, por esta razdo, fy estd definida para todo nimero real tal que
t3—8>0 isto é, Dy, = {x € Rz > 2}. Portanto, D= [2,+0o0].

Para a funcio g, temos que g; = t* (que é uma funcio polinomial), logo
D, =R. Além disso, temos que go = =2t = _T e, por isto, Dy, = R".
Portanto, Dg = R*.

Por fim, como h(t) = 3(t —1)""

VaMos as operacoes.

L Temosque(ﬁ)() (f <>f2<t>>+<gl<t>,92<>>—(2t—fl VI =8)+

3
= 71 Segue que Dy =R\ {1}. Agora,

(8, =2t = (B +2t —t71, =271 + /13 —8), sendo que Dr =DM
Dg‘ = [2 +OO[

2. Aqui, temos que (f-§)(t) = (fi(t), f2(1)) - (91(), ga(t )) f1( )-g1(t) +
Flt)-gnlt) = (2 — 1)+ (VI —8)- (-2t 1) = 200221 1/,
sendo neste caso também que Dy, = DpN Dy = [2, +oo[

3. Para este caso, temos que (h-g)(t) = h(t) (g1(t), g2(t)) = (h(t)g1(t), h(t)ga(t)) =

3t—1)"t(#, =2t ) = (33t — 1)1, =6 [t(t — 1)] '), sendo que Dyz =
DN D; =R\ {0,1}.

1.2 Exercicios

Exercicio 1.2.1 Determine o conjunto dominio e o conjunto imagem de
cada uma das fungao abaizo.

1. flt) = (t%ﬁ,\/zl—t?) :

2. gty = (VE=2)i+ (VEE—4t+3)]
9 ft)=—(Vt+T—Vt+8)i—(t+2|+4)k,
a0 = (VIFTH TR - 1),

t



Prof. Carlos Alberto da Silva Junior DEMAT/UFSJ

[t 1
t) = — A48t 14 |
®) ( t+ 1714+ /1 )

6. f(t) = (—t2+4t —1)i+ (t—2) %] — (t+2) 2k;

N
>

7. §(t) = 37—t 725 + |tk
8. g(t) = (12t — 13,V/2t,2t| — 3,3 — ¢,3 — |t|71);
~ 2 4+2t—8 243t —4t — 12
9. f(t) = 7 2 .
t—2 241 —6

EXGI‘CICIO 1.2.2 Pam cada par de funcoes vetoriais abazxo obtenha as funcoes

F+G =G f-G f-f G- e quando possivel f x G e §x f. Escreva
também o congunto dominio de cada uma das novas funcoes encontradas.

—

1f(t) =@t +1) eg(t) = 3t —2)i + |t|7;

2. f(t) = i+ t+1k e g(t) = (t—2,v/t—2,V/t—3);

1+ *
3. ﬂ(t):<t3,t13,t—5>e§’():( —1,VE, 1%+ 1);
by = T R e gl = VT + (4 1),

5 fx) = (VI+ 4,82 =4 V112,82 +4) eg(t) = (2 — 9,V 1 5,V2 —4,V/12—9).



