Capitulo 2

Funcoes Vetoriais de Varias
Variaveis

2.1 Definicao e Exemplos

Desde as séries iniciais aprendemos a responder a pergunta: ”O que é uma
funcao“? Nos cursos de Calculo foram feitos alguns estudos sobre Fungoes,
que nada mais é do que uma regra que associa a todos os elementos de um
conjunto A a um unico elemento de um outro conjunto B.

E importante ressaltar que a imagem das funcgoes estudas nos Calculo 01
e 02 eram sempre um numero (contradominio estava contido no conjunto
dos nimeros reais). No Capitulo passado comegamos a nos preocupar com
aplicacoes cujo resultado final ndo era um numero, ou seja, estudamos fungoes
onde obtinhamos um vetor como imagem, s6 que para o caso l4 estudado, o
conjunto dominio estava contido no conjunto dos ntimeros reais.

Agora, vamos tomar aplicagoes cujo dominio tenha varias varidveis e que
a sua imagem seja um vetor. Desta forma, o que faremos aqui serd muito
parecido com o capitulo anterior, mas trabalharemos com as aplicagoes que
tenham como partida um subconjunto A do R™ e como chegada um conjunto
B do R™, vamos a definicao.

Definicao 2.1.1 Sejam m en dois nimeros naturais positivos. Uma Fungao
Vetorial de n varidveis reais a valores em R™ (ou uma Aplicacio de R™ em
R™ ) é uma fungio f : A CR™ — R™ que associa a todo vetor (x1,xa, -+ ,Tp)
de A C R™ a um unico vetor

—

f(xlvx%"' 7xn) = (fl(xlv"' 7xn>7"' 7fm(x17"' ,l’n))

de R™.

No capitulo anterior trabalhamos com aplicagbes cuja imagem eram veto-
res tais que cada uma das fungoes coordenadas eram fungoes reais de uma
variavel real. Neste capitulo vamos generalizar esta ideia, ou seja, vamos
trabalhar com aplicacoes onde cada uma das fungoes coordenadas do vetor
imagem sao funcgoes reais de vérias variaveis.
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Para exemplificar, considere a aplicagao f de R? — R? dada por
fla,y,2) = (A, 2), folw,y,2)) = (@ +y* + 22 2+ y +2).

Entao temos que o dominio da fungao f é o R?, visto que nao existe nenhuma
restricao para x ou para y ou para z. Temos que a imagem da funcao é
o conjunto de elementos do R? tais que a primeira coordenada seja nao-
negativa. Agora, vamos aos exemplos.

—

Exemplo 2.1.1 Seja f(x,y,2) = 221 + %j— Vzk. Entio, f ¢ uma
—Y

funcao vetorial, cujas funcoes coordenadas sao dadas por
fl(xv Y, Z) = 255,

Tz
fQ(x,y,Z) - 2_y

fo= V2.

A primeira funcao coordenada tem como dominio o R3, visto que ndo tem
nenhuma restricdo para as varidveis x, Y4Y ou z. Jd a segunda funcao
coordenada tem restricao na sequnda varidvel, visto que o denominador 2 —vy
da funcao fy precisa ser nao nulo, ou seja, y nao pode assumir o valor 2.
Por fim, a terceira funcao coordenada tem a restricao do radicando z ndo
pode ser negativo.

Desta forma, o dominio da funcao f, fica dado pela interseccao dos dominios
de cada uma das fungoes coordenadas, isto €,

Dp={(z,y,2) eR’ |y #2 e z>0}.

A imagem desta funcio € formada por todos os pontos do R® tais que a
terceira coordenada seja nao negativa, isto €,

Imp={(z,y,2) € R* [z >0} .

Exemplo 2.1.2 Considere f(x, y) = zi++/1 — 22 — 2], Entdo, as funcoes
coordenadas de fsdo

fl(xvy) =T €
fa(z,y) = V1 — 2?2 — g2

A primeira funcao coordenada ndo tem restricao para as varidveis x e y e,
por isto, Dy, = R?. Jd a segunda funcao coordenada s6 faz sentido para os
pontos (z,y) tais que 1 — x® — y* > 0, visto que esla expressio estd dentro
de uma raiz e, por isto, Dy, = {(z,y) € R? | 2? + y* < 1}. Portanto,

D ={(z,y) e R* | 22 +¢* < 1}.
A tmagem desta funcao € o conjunto

Tmy=[~1,1] x [0,1].
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Exemplo 2.1.3 Seja fa aplicacao fdada por

flawa = (121

Entao, temos que as fungoes coordenadas de f sao
x

1—2z

fl(xvyvz) = €

fQ(x,y,Z) = 1 —Z'

A restricdo que aparece nas duas funcoes coordenadas sao as mesmas, isto
é, estas fungoes so fazem sentido para os pontos (x,y,z) tais que 1 —z # 0,
visto que esta expressao estd no denominador. Logo,

Dfl :sz = {({E,y,Z) eR’ ’ z # 1}7

e, portanto,
D ={(z,y.2) € R | = # 1}.
Além disso, temos que o conjunto imagem desta aplicacdo € formado por

todos os elementos do R2.

Vamos aos exercicios. Bom trabalho!!!!

2.2 Exercicios

Exercicio 2.2.1 Fscreva a funcao vetorial que associa a cada ponto de plano
XY ao triplo do seu vetor posicao.

Exercicio 2.2.2 Fscreva uma funcao vetorial que associa a cada ponto do
espaco um vetor unitdrio com a mesma direcdo do vetor posicao e sentido
contrdario.

Exercicio 2.2.3 FEncontre o conjunto dominio D de cada expressao abairo
para que ela se torne uma funcao vetorial. Fscreva também cada uma das
funcgoes coordenadas da funcao vetorial f.

1. flz,y) = 2l +yj + V4 — 22 — y2k;

ﬁ 1= .

2. f(w,y) = ~Utayg;

—

8. flz,y) = (@ +y°, 2y, 2y);
1

(z,y) = (x—ya\/x_l/>;

5. ﬁ(x,y,z) — (l 1 1)7

y 9
T Y z

~
Pl

6. fla,y,2) = 2’yi +yj + vk

7. flz,y,2) = yj'—i— VI + zl;;

8 flz,y,2) =2 —a2 —y2i+/1— a2 — 2] + zk.
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